

















































En  este  trabajo  se  pretende  diseñar  una  clase  de  esquemas  Weighted  Power‐ENO 
(Esencialmente  No  Oscilatorios)  con  el  objetivo  de  aproximar  las  soluciones  de  la 
viscosidad  de  las  ecuaciones  de Hamilton‐Jacobi  (HJ).  La  idea  esencial  de  un  esquema 
Power‐ENO consiste en emplear una clase de limitadores extendidos para reemplazar los 
limitadores  de  tipo  “minmod”  en  los  clásicos  esquemas  ENO  de  tercer  orden,  para 
mejorar  las resoluciones cercanas a  las zonas en  las que  la solución presenta gradientes 
discontinuos. Por lo tanto, una estrategia de pesos basada en indicadores con la suavidad 
adecuada llevará al esquema a ser de quinto orden y a contar con la precisión requerida. 
En  particular,  ejemplos  numéricos  indican  que  el  esquema  Weighted  Power3ENO5 
funciona  para  ecuaciones  generales  de  Hamilton‐Jacobi  (HJ) mientras  que  el  esquema 
Weighted Power∞ENO5 funciona  para ecuaciones HJ no lineales convexas. 
Los  experimentos  numéricos  también  demuestran  la  precisión  y  la  robustez  de  estos 
nuevos esquemas. 
Este  trabajo  está  basado  en  el  artículo,  Power  ENO  Methods:  a  fifth‐order  accurate 
Weighted Power ENO method de J. Comput Serna, S., and Marquina, A. (2004) [22]. Para 
























cálculo  de  variaciones.  Por  consiguiente,  es  esencial  desarrollar  eficientes  y  precisos 
métodos numéricos de quinto orden para resolver estas ecuaciones. 
 
En  teoría,  la  solución  débil  generalizada,  también  llamada  solución  viscosa,  existe,  es 
única y depende de los datos iniciales continuamente [8]. Computacionalmente, cada una 
de  las  soluciones  viscosas  puede  ser  aproximada  por  esquemas monótonos  [5,  9,  24]. 
Desde que  los esquemas monótonos  son  la mayoría de una precisión de quinto orden, 
gran cantidad de esfuerzos están dedicados a designar esquemas numéricos eficientes y 
altamente  precisos  para  ecuaciones  del  tipo  (ver  [1‐4,  6,  10,  14,  17,  19‐21,  26]  y  las 






(Esencialmente  no  oscilatorias),  que  formalmente  presentan  una  precisión  de  quinto 
orden. 
En  general,  los  esquemas  de  quinto  orden  de  las  familias  ENO  para  las  ecuaciones HJ 




los  métodos  de  discretización  de  quinto‐orden  (SSP‐RK)  están  bien  desarrollados,  la 
cuestión  principal  consiste  en  cómo  generar  reconstrucciones  de  tipo  ENO  de  quinto 
orden. Los esquemas ENO  fueron  inicialmente diseñados para  las  leyes de conservación 











esquemas  de  peso  para  ecuaciones  HJ,  también  llamados  esquemas Weighted  Power 
ENO. 
Los  esquemas  Weighted  Power  ENO  fueron  inicialmente  desarrollados  por  Serna  y 
Marquina [22] para leyes de conservación hiperbólicas. La idea esencial de los métodos de 
reconstrucción  Power‐ENO  es  la  aplicación  de  una  clase  de  limitadores  extendidos  de 
segundo orden diferentes a los de los clásicos métodos de reconstrucción de tercer orden, 
de  tal  forma  que  la  reconstrucción  sea  capaz  de  conservar mayor  información  de  las 
escalas  finas  de  la  solución  y mejorar  la  solución  cerca  de  las  discontinuidades.  Una 
estrategia  de  pesos  basada  en  indicadores  de  suavidad  apropiados  [15]  puede  ser 
igualmente  empleada  para  mejorar  la  reconstrucción  con  el  objeto  de  alcanzar  una 
precisión  similar  a  una  de  quinto  orden;  este método  es  el  también  conocido  como  
reconstrucción Weighted Power ENO. 
En este trabajo se realizará una adaptación de una reconstrucción Weighted Power ENO a 






Además,  seremos  capaces  de  diseñar  una  nueva  reconstrucción  específicamente  para 
ecuaciones HJ  con Hamiltonianas  convexas, basándonos  en  el  limitador  tipo  aritmético 
principal;  el  esquema  resultante  es  llamado  Weighted  Power∞ENO5  Scheme 
(WPower∞ENO5  en  lo  siguiente).  En  comparación  con  el  esquema WENO  estándar  de 





las  reconstrucciones  Weighted  Power‐ENO  y  presentaremos  algunas  Hamiltonianas 
estándares monótonas numéricas;  junto con un método de pasos  temporal SSP‐RK  [11, 
23,  25],  estos  dos  componentes  completan  la  construcción  de  nuevos  esquemas 
Weighted Power‐ENO. En la sección 3, presentaremos ejemplos numéricos encaminados a 















La  clásica  reconstrucción  ENO  de  tercer  orden  en  una  malla  uniforme  emplea  un 
procedimiento adaptativo para elegir una plantilla de  tres puntos entre  tres candidatos. 
Desde  el momento  en  que  cada  plantilla  de  tres  puntos  determine  una  parábola,  la 
estrategia  ENO  es  esencial  para  usar  únicamente  una  de  entre  esas  tres  parábolas 
disponibles. 
El método Power‐ENO está diseñado mediante  la  incorporación de una clase de nuevos 
limitadores  en  la  clásica  reconstrucción  ENO  de  tercer  orden.  Específicamente,  el 
limitador minmodtype en la reconstrucción ENO clásica es reemplazado por una serie de 
limitadores más leves, llamados limitadores powerp; por lo que los nuevos limitadores son 
aplicados a  las diferencias  cercanas de  segundo orden y debido a esta  circunstancia  se 
conserva mayor cantidad de información de las escalas finas. 
Como consecuencia, un diseño cuidadoso de una combinación convexa de tres parábolas 
candidatas mejora  la  reconstrucción Power‐ENO; el esquema Power‐ENO  resultante era 
normalmente  aplicado  a  las  leyes de  conservación hiperbólicas  [22]  y  se demuestra  su 
mejor capacidad para resolver las discontinuidades de las soluciones. 





















lim → , 	 ,                  (2.2) 
Que tiene un significado aritmético. 
Dados  los  valores  puntuales  φ(xj),  j  =0,1,2,…,  de  una  (posible  suave)  función  en  nodos 
equiespaciados xj, donde xj+1 = xj + Δx, construiremos aproximaciones de mayor orden que 
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En particular, para x = xj, tenemos que: 
 
             (2.10) 
             (2.11) 






Para  obtener  una  aproximación  precisa  para  u+,  (xj)  y  el  intervalo  a  la  izquierda  de  Ij, 
emplearemos la combinación convexa: 
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y  (2.15). Tenemos que  las  tres parábolas evaluadas en el  intervalo de  la derecha de  Ij‐1 
son, 
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                            (2.21) 
 




























































































aproximación  de  leyes  de  conservación  hiperbólicas,  desde  el  momento  en  que  satisface  la 
propiedad  de  “variación  total  local  acotada  (LTVB)”. Esta  propiedad  es  importante  para  un 








desde  los  coeficientes de  la combinación convexa para  cada una de  las  tres parábolas y   puede 





∅ ∅ 0           (2.23) 
 


















solución de  la ecuación  convexa HJ  (2.23),  (2.24)  y únicamente  si u =  [∂/∂x  ]φ  fuese  la 
solución entrópica de la ley de conservación hiperbólica convexa (2.25), (2.26). 
∅ 
De  acuerdo  con  nuestra  experiencia  computacional,  la  reconstrucción  weighted 
Power∞ENO5  funciona  para  las  leyes  de  conservación  escalares  convexas  no  lineales, 
pero  presenta  fallos  de  precisión  por  defecto  y  por  exceso  desde  que  se  pierde  la 
propiedad LTVB [22] y es sobrecompresiva. 
Sin embargo, para  las ecuaciones HJ convexas, hemos encontrado que  la reconstrucción 
Power∞ENO5  funciona muy bien en  la práctica  tal y como se muestra en  los ejemplos. 






dar  salida  a  las  aproximaciones  numéricas  que  convergencia  otras  soluciones 
generalizadas antes que la solución viscosa. 
Nota 4. Debido a que el procedimiento de reconstrucción para ecuaciones HJ multi‐dimensionales 










































no  creciente  en  sus  segundos  y  cuartos  argumentos  y no decreciente  en  los otros dos 
argumentos. Emplearemos notación estándar para denotar las diferencias a ambos lados 
del intervalo. 
∆ ∅ , ∅ , ∅ , ,										∆ ∅ , ∅ , ∅ ,   (2.30) 
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Podemos  elegir  diferentes  Hamiltonianas  numéricas  monótonas  de  base  para  los 
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Como  resumen,  para  obtener  esquemas  de  diferencias  finitas  de  mayor  orden  para 
ecuaciones HJ, la estrategia es en primer lugar aproximar derivadas espaciales u+‐ y v+‐ con 
mayor orden que  las diferencias  finitas,  como  las  reconstrucciones   WENO5, Weighted 
Power3ENO5  or  Weighted  Power∞ENO5,  después,  insertarlas  en  las  Hamiltonianas 
monótonas y  finalmente emplear métodos de paso a paso SSP‐RK de mayor orden para 


















































(1) Integrando  la  ecuación  HJ  directamente  mediante  el  esquema  Weighted 
Power∞ENO5; 
(2) Calculando  la  primitiva  de  la  solución  numérica  de  la  LC  con  la  constante  de 



















la  Ley  de  Conservación mediante  la Weighted  Power∞ENO5,  en  la  que  se  observa  los 
errores  por  exceso  y  por  defecto  debido  a  la  propiedad  de  sobre  compresión  de  la 
reconstrucción Weighted  Power∞ENO5  alrededor de  las discontinuidades.  La  sub‐figura 
de  la  derecha  muestra  las  soluciones  obtenidas  mediante  los  dos  procedimientos 
expresados, y ambos se ajustan muy apropiadamente. En particular, se debe expresar que 
los procedimientos de  integración numérica anulan el efecto   de  la sobre compresión en 
las discontinuidades. 
A  continuación, aplicaremos  los esquemas Weighted Power3ENO5 y Weighted Power∞
ENO5  a  un  conjunto  de  problemas  modelo.  Posteriormente  compararemos  nuestros 





∅ ∅ 0,							 1 1,					 0                              (3.4) 
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Para  el  caso  convexo,  en  el  tiempo  t1,  el  error más  pequeño  L∞  es  alcanzado  con  el 
esquema  Weighted  Power∞ENO5  desde  el  truncamiento  del  error  local  en  su 
reconstrucción, que es el más pequeño de  todas  las  reconstrucciones Weighted Power 
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Fig.  2.  Arriba  a  la  izquierda,  WENO5.  Arriba  a  la  derecha,  WPowerENO5.  Fondo, 
WPower∞ENO5. Malla de 80x80.  
 


















∅ ∅ 0,							                                                                 (3.8) 
 

















































los  esquemas  se  suavizan  fuera  de  los  extremos.  Sin  embargo,  los  esquemas 
WeightedPower3ENO5  y  WeightedPower∞ENO5  se  comportan  mejor  que  el  clásico 
esquema en los extremos en términos de transiciones pronunciadas.  
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Se  evolucionará  hasta  el  tiempo  t  =  1  con  una malla  de  40x40  puntos  empleando  los 
esquemas WENO y WeightedPower3ENO5 basados en la Hamiltoniana numérica g
G1. 






















∅ ∅ ∅ ∅ 1 0,								∅ , , 0 ∅ ,                   (3.12) 
 
 
Resolveremos  la  mencionada  ecuación  mediante  el  uso  de  esquemas  WENO, 
WeightedPower3ENO5  y  WeightedPower∞ENO5.  Seleccionamos  φ0  de  modo  que 
signifique  la función de distancia hasta el círculo centrado en el origen con radio de 0,5, 
además, se añade alguna perturbación a  la  función de distancia  indicada en direcciones 
radiales  y  angulares  cerca  del  círculo.  En  particular,  emplearemos  dos  diferentes 
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Donde: 
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Calcularemos  la  curvature  principal  en  diferentes  tiempos  de  los  contornos  de  nivel 
usando diferencias centrales. 




















En  ambos  casos  hay  diferencias  significativas  en  la  curvatura  antes  y  después  de  la 
reinicialización.  La  curvatura  calculada  a  partir  de  la  solución  mediante  el  esquema 
WeightedPower∞ENO5  presenta  menor  cantidad  de  ruido  en  ambos  casos  que  los 
esquemas WENO5 y WeightedPower3ENO5; el ruido persiste en algunas regiones en  los 
casos  de  cálculo  con  estos  dos  últimos  esquemas.  Aunque  el  comportamiento  de  los 
esquemas WENO5 y WeightedPower3ENO5 es similar, el ruido se disipa con el esquema 












































































































En  este  trabajo  han  sido  diseñados  una  clase  de  esquemas  Weighted  Power‐ENO 
empleados para aproximar  la  solución viscosa de  las ecuaciones HJ. La  idea esencial de 
este  tipo  de  reconstrucción  Power‐ENO  es  la  aplicación  a  una  clase  de  limitadores 
extendidos a diferencias de segundo orden en las reconstrucciones ENO clásicas de tercer 
orden,  con  el  objetivo  de  mejorar  las  soluciones  cerca  de  las  discontinuidades.  La 
estrategia de pesado basada en apropiados indicadores de suavidad lleva los esquemas a 
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